
TD - Réduction MP Spéciale INP-HB

I) Réduction pratique

Exercice 1: � b.7.1

Trigonaliser ou diagonaliser si cela est possible, en précisant les matrices de passage :

1.

�
� 3 �2 �2
�1 0 1
1 1 0

�
 2.

�
�1 0 0
0 0 �1
0 1 2

�
 3.

�
�13 �5 �2
�2 7 �8
�5 4 7

�


Exercice 2: � b.7.23

Soit M �

�
�������

a
. . . pbq

. . .

pbq
. . .

a

�
������
PMnpCq pour a, b ¡ 0.

1. Calculer χM .

2. M est est-elle diagonalisable ?

3. Calculer πM .

4. Calculer detpIn �Mq.

Exercice 3: � b.7.80

Donner le rang de la matrice complexe M �

�
�x2 xy xz
yx y2 yz
zx zy z2

�
. A quelle(s) condition(s)

est-elle diagonalisable ? Traiter ensuite le cas où M PMnpRq.

Exercice 4: � x.red.42

Soient E � C8pR,Rq et D l'endomorphisme de E qui à f associe sa dérivée f 1. Déter-
miner les valeurs propres de D et les sous-espaces propres associés.

Exercice 5: � x.red.45

Soient E � C0pR,Rq et I l'endomorphisme de E qui à f associe sa primitive qui
s'annule en 0. Déterminer les valeurs propres de I.
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Exercice 6: � x.red.52

Soit A �

�
���
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4

�
��. Déterminer les valeurs propres de A de façon simple. A est-elle

diagonalisable ?

Exercice 7: � x.red.87

Soient A PMnpCq et ΦA l'endomorphisme de MnpCq dé�ni par ΦApMq � AM .

1. Montrer que les valeurs propres de ΦA sont les valeurs propres de A.

2. Déterminer les valeurs propres de ΨA : M ÞÑMA.

Exercice 8: � x.red.91

Soient α P R et

A �

�
cosα � sinα
sinα cosα



et B �

�
cosα sinα
sinα � cosα




1. A est-elle diagonalisable dans C ?

2. A est-elle diagonalisable dans R ?

3. B est-elle diagonalisable dans C ?

4. B est-elle diagonalisable dans R ?

Exercice 9: � x.red.105

Montrer que

�
��1 . . . 1
...

...
1 . . . 1

�
�est diagonalisable dans C.

Exercice 10: � x.red.129

Soit E � RnrXs. Pour P P E, on pose φpP q � P � pX � 1qP 1.

1. Justi�er que φ dé�nit un endomorphisme de RnrXs.

2. Déterminer les valeurs propres de φ. Est-il diagonalisable ?

Exercice 11: �� b.7.2

Soit A PMnpKq. Montrer que

f :

"
MnpCq ÝÑ MnpCq
M ÞÝÑ pTrAqM � pTrMqA

est un endomorphisme dont on donnera le noyeau et l'image. En donner les éléments
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propres. Est-il diagonalisable ?

Exercice 12: �� b.7.6

On considère A P Cn�1rXs. On note ϕA qui à P P Cn�1rXs associe le reste de la division
euclidienne de AP par Xn � 1.

1. Montrer que ϕA est un endomorphisme de Cn�1rXs et déterminer sa matrice dans
la base canonique.

2. Montrer que ϕA est diagonalisable et déterminer ses valeurs et vecteurs propres.

Exercice 13: �� b.7.7

On considère la matrice M �

��
j � 1

i� 1




1¤i,j¤n�1

PMnpRq.

1. M est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer l'ordre de nilpotence de M � In�1.

3. Calculer M�1.

Exercice 14: �� b.7.8

On considère la matrice M � pδi�j,n�1q1¤i,j¤n PMnpRq.
1. Calculer detM .

2. Montrer que M est diagonalisable, déterminer son spectre et ses sous-espaces
propres.

Exercice 15: �� b.7.107

Soient n P N�, A et B deux matrices de MnpCq. Pour X P MnpCq, on pose upXq �
AX �XB.

1. Montrer l'équivalence entre :

� SppAq X SppBq � H

� χApBq P GLnpKq
� u est injective

� u est bijective

2. Montrer que si α est une valeur propre de A et β une valeur propre de B, α� β
est une valeur propre de u.

3. Soit λ une valeur propre de u. Montrer que λ � α�β, où α P SppAq et β P SppBq.

4. Déterminer le spectre de l'endomorphisme de MnpCq : X ÞÑ AX �XB.
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Exercice 16: �� b.7.109

Soient E un espace vectoriel de dimension �nie et u un endomorphisme de E. On note
ϕ l'endomorphisme de E dé�ni par ϕpvq � v � u� u � v.

1. On suppose que u est nilpotent. Montrer que ϕ est nilpotent.

2. On suppose que u est diagonalisable. Montrer que ϕ est diagonalisable.

3. Etudier les réciproques.

Exercice 17: �� x.red.43

Soient E � CN et f :

$'&
'%

E ÝÑ E

punq ÞÝÑ pvnq, où

#
v0 � u0

vn �
un � un�1

2

. Déterliner les va-

leurs propres et les vecteurs propres de f .

Exercice 18: �� x.red.80

Matrices stochastiques.
Soit A � pai,jq P MnpRq véri�ant pour tout i, j P v1 , nw, ai,j P R� et pour tout

i P v1 , nw ,
ņ

j�1

ai,j � 1.

1. Montrer que 1 P SppAq.

2. Justi�er que si λ P C est valeur propre de A alors |λ| ¤ 1.

3. Démontrer que si λ P C est valeur propre de A et véri�e |λ| � 1 alors il existe
d P N�, λd � 1

Exercice 19: �� x.red.101

Soient a, b, c P pR�q3. Etudier la diagonalisabilité de la matrice réelle :�
����
0 a c
1

a
0 b

1

c

1

b
0

�
���

Exercice 20: �� x.red.153

1. Déterminer l'ensemble Ω des réels a tels que

A �

�
�2 1 �2
1 a �1
1 1 �1

�


n'est pas diagonalisable.
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2. Pour a P Ω, trouver P inversible telle que P�1AP soit triangulaire supérieure.

Exercice 21: �� x.red.211

Soient A et B deux matrices de MnpCq et Φ l'endomorphisme de MnpCq déterminé
par

ΦpMq � AM �MB pour tout M PMnpCq

1. Soient α une valeur propre de A et β une valeur propre de B. Montrer que α� β
est valeur propre de Φ.

2. Soit M PMnpCq. A quelle condition la matrice χApMq n'est-elle pas inversible ?

3. Soit λ une valeur propre de Φ. Montrer qu'il existe α valeur propre de A et β
valeur propre de B telles que λ � α � β.

II) Etude théoriques des éléments propres

A) Exemples et contre-exemples

Exercice 22: � h.4.21, h.4.22

Trouver un endormorphisme non diagonalisable, puis un endomorphisme non diagona-
lisable.

Exercice 23: �� h.4.18

Trouver un endormorphisme de CrXs qui n'admet aucune valeur propre.

Exercice 24: �� h.4.17

Soit K un corps et E le K-espace vectoriel des fonctions in�niment dérivables. Trouver
u P LpEq, tel que K � Sppuq.

Exercice 25: �� h.4.26, h.4.27

Trouver deux matrices A et B diagonalisables telle que A�B ne soit pas diagonalisable.
Faire de même avec le produit.

B) Exercices

Exercice 26: � b.7.10

Existe-t-il une forme linéaire Φ sur MnpCq telle que @A PMnpCq, ΦpAq P SppAq ?
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Exercice 27: � x.red.26

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension �nie. Montrer

0 R Sppfq ðñ f surjectif

Exercice 28: � x.red.28

Soit E un K-ev et u P GLpEq. Etablir

Sppu�1q � tλ�1, λ P Sppuqu

Exercice 29: � x.red.79

Pour A PMnpRq, on pose :

∥A∥ � sup
1¤i¤n

ņ

j�1

|ai,js|

Montrer que
SppAq � r�∥A∥ , ∥A∥s

Exercice 30: �� b.7.9

Soit A � pai,jq1¤i,j¤n une matrice de MnpRq telle que

@pi, jq P v1 , nw2 , ai,j ¥ 0 et @i P v1 , nw ,
ņ

j�1

ai,j � 1

1. Montrer que 1 est valeur propre et que les valeurs propres complexes de A sont
de module inférieur ou égal à 1.

2. On suppose dans cette question que pour tout pi, jq, ai,j ¡ 0. Montrer que 1 est
la seule valeur propre de M sur le cercle unité.

3. Soit λ une valeur propre de A de module 1. Montrer qu'il existe m P v1 , nw tel
que λm � 1.

Exercice 31: �� b.7.26

Soit f P LpEq, avec E C-espace vectoriel.
1. On suppose detpfq � 0 et f 2 diagonalisable. Trouver un polynôme annulateur de

f et en déduire que f est diagonalisable.

2. Dans le cas général, montrer que : f est diagonalisable si et seulement si f 2 est
diagonalisable et Kerpfq � Kerpf 2q.

3. Qu'en est-il si E est un R-espace vectoriel ?

6 L. Tintinaglia



TD - Réduction MP Spéciale INP-HB

Exercice 32: �� b.7.27

Soit n P N�, A et B dans MnpRq telles que B soit diagonalisable et AB3 � B3A.
Montrer que AB � BA. Proposer une généralisation.

Exercice 33: �� b.7.45

Soient n P N�, A PMnpCq et B �

�
A 2A
0 3A



.

1. Montrer que B est semblable à

�
A 0
O 3A



.

2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si B l'est.

Exercice 34: �� b.7.47

Soient A et B dans MnpCq. On suppose A � 0 et AB � BA. Trouver une CNS pour

que M �

�
A B
0 A



soit diagonalisable.

Exercice 35: �� x.red.31

Soient u, v deux endomorphismes d'un espace vectoriel.

1. Si λ � 0 est valeur propre de u � v, montrer qu'il l'est aussi de v � u.

2. Pour P P E � RrXs, on pose

upP q � P 1 et vpP q �

» X

0

P ptq dt

ce qui dé�nit des endomorphismes de E. Déterminer Kerpu � vq et Kerpv � uq.

3. Montrer que la propriété de la première question reste valable pour λ � 0 si
l'espace E est de dimension �nie.

Exercice 36: �� x.red.218

Montrer qu'une matrice de permutation est diagonalisable.

Exercice 37: �� x.red.251

Soient E un espace vectoriel de dimension �nie, p et q dans LpEq tels que p � q � q et
q � p � p. Les endomorphismes p et q sont-ils diagonalisables ? Co-diagonalisables ?

Exercice 38: �� x.red.254

Soient E un C-espace vectoriel de dimension �nie et u un endomorphisme de E. Soit
P P CrXs tel que P puq soit diagonalisable et que pour tout z racine de P 1, P pzq R
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SppP puqq.
Montrer que u est diagonalisable.

Exercice 39: �� x.red.254

Soient A,B P GLnpCq telles que B � Ap.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si B l'est.

Exercice 40: ��� b.7.17

Soient n P N�, M PMnpZq dont toutes les valeurs propres (complexes) sont de modulo
au plus 1.

1. Montrer que χA P ZrXs et que TrpAkq P Z pour tout k P N.
2. Montrer que les valeurs propres non-nulles de A sont de module 1, puis que ce

sont des racines de l'unité.

3. Exhiber A PMnpZq dont l'ensemble des valeurs propres est Un.

Exercice 41: ��� b.7.102

Soit A PMnpRq et pλiq1¤i¤n P Rn. On suppose que @k P N,TrpAkq �
ņ

i�1

λk
i .

1. Montrer que les λi sont les valeurs propres de A avec multiplicité.

2. Soient n P N�, A et B dans MnpCq telles que @k P N,TrpAkq � TrpBkq. Les
matrices A et B sont-elles semblables ? Montrer que χA � χB.

Exercice 42: ��� x.red.75

Montrer que A,B P MnpCq ont une valeur propre en commun si et seulement si il
existe U PMnpCq non-nulle véri�ant UA � BU .

III) Sous-espaces stables

Exercice 43: � x.red.7

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie et u un endomorphisme de E véri�ant
u3 � u � 0.

1. Montrer que l'espace Impuq est stable par u.

2. Pour x P Imu, calculer u2pxq.

3. Soit v l'endomorphisme induit par u sur Imu. Montrer que v est un isomorphisme.

4. En déduire que le rang de u est pair.
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Exercice 44: � x.red.10

On note E � C0pR,Rq et on pose, pour toute f P E et tout x P R,

Tfpxq � fpxq �

» x

0

fptq dt

1. T est-il un automorphisme de E ?

2. Existe-t-il un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie et stable par T ?

Exercice 45: �� x.red.11

Une matrice A � pai,jq PMnpRq est dite magique s'il existe un réel s véri�ant :

@i P v1 , nw ,
ņ

j�1

ai,j � s et @j P v1 , nw ,
ņ

i�1

ai,j � s

On note U la colonne U �
�
1 . . . 1

�J
PMn,1pRq.

1. Montrer que A est magique si et seulement si il existe des réels λ et µ véri�ant

AU � λU et UJA � µUJ

Que dire alors des réels λ et µ ?

2. Soient D � VectpUq et H � tX PMn,1pRq, UJX � 0u. Pourquoi sont-ils supplé-
mentaires ?

3. Montrer qu'une matrice A P MnpRq est magique si et seulement si elle laisse
stable les espaces D et H.

4. En déduire la dimension de l'espace des matrices magiques de MnpRq.

Exercice 46: �� b.7.53

Soit f P LpEq, E K-espace vectoriel de dimension �nie ; on note µf son polynôme
minimal.

1. Soit P un diviseur de µf dans KrXs. Expliquer qu'il existe v P Ezt0Eu tel que
P pfqpvq � 0E.

2. On suppose K � R. Montrer que f admet au moins une droite vectorielle ou un
plan vectoriel stable.

Exercice 47: ��� b.7.57

Soit u P LpEq, E de dimension �nie.

1. Montrer que si u est diagonalisable alors tout sous-espace de E admet un sup-
plémentaire stable par u.

2. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout sous-espace F de E
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admet un supplémentaire stable par u.

3. Montrer l'équivalence entre :

� Tout F sous-espace vectoriel de E stable par u et non réduit à t0Eu admet
au moins un vecteur propre.

� χu est scindé.

4. On suppose χu scindé. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout
sous-espace de E admet un supplémentaire stable par u.

Exercice 48: ��� b.7.58

Soit f P LpEq, E de dimension �nie. Montrer l'équivalence entre :

� χf est irréductible.

� Les seuls sous-espaces vectoriels stables par f sont E et t0Eu.

Exercice 49: ��� b.7.63

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie n.

1. Soit u P LpEq tel que u2 � id. Montrer que u est diagonalisable. Quelle est la

nature de
u� id

2
?

2. Montrer que le cardinal d'une famille d'endomorphismes distincts tels que u2 � id
et commutant deux-à-deux est majoré par une constante que l'on déterminera.

3. Soit G un sous-groupe de GLpEq tel que pour tout g P G, g2 � idE. Montrer que
G est abélien et que son cardinal est une puissance de 2. Quel est le cardinal
maximal d'un tel sous-groupe ?

4. Montrer que si GLmpCq et GLnpCq sont isomorphes, alors n � m.

Exercice 50: ��� x.red.13

Soit D : P ÞÑ P 1 l'endomorphisme de dérivation sur RrXs. Existe-t-il un endomor-
phisme ∆ de RrXs tel que ∆2 � D ?

IV) Polynômes et similitude

Exercice 51: � b.7.33

Soit A P MnpCq telle que An � In et pIn, A, . . . , A
n�1q est une famille libre. Montrer

que TrpAq � 0.
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Exercice 52: � b.7.36

Déterminer les A PMnpRq telles que A5 � 2A4 � 2A3 �A2 � 4A� 4In � 0, TrpAq � 0
et detpAq � �1.

Exercice 53: � b.7.41

Soit A P MnpRq antisymétrique. Etudier la parité du polynôme caractéristique χA.
Montrer que si n est impair alors detA � 0.

Exercice 54: � b.7.90

Soient n P N�, A et B dans MnpCq admettant même polynôme minimal et même
polynôme caractéristique. Les matrices A et B sont-elles semblables ?

Exercice 55: � x.red.59

Soit A P MnpRq inversible de polynôme caractéristique χA. Etablir que pour tout
x � 0,

χA�1pXq �
Xn

χAp0q
χA

�
1

X




Exercice 56: � x.red.60

Soit A PMnpCq. Montrer
χAA P RrXs

Exercice 57: �� b.7.32

Soient E un un K-espace vectoriel de dimension �nie et u P LpEq. Soient P P KrXs
son polynôme minimal et p l'exposant de X dans sa décomposition en irréductibles.

1. Si p � 0 que peut-on dire de u ?

2. Montrer que E � Kerpupq ` Impupq.

3. Montrer que le projecteur sur Kerup parallèlement à Imup est un polynôme en
u.

4. Montrer que p � mintk P N,Keruk � Keruk�1u.

Exercice 58: �� b.7.60

Soit u un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel de dimension n. Démon-
trer l'équivalence entre :

� pid, u, . . . , un�1q est une famille libre.

� Il existe x P E tel que px, upxq, . . . , un�1pxqq soit une famille libre.

Est-ce toujours vrai si u n'est pas diagonalisable ?
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Exercice 59: �� b.7.100

Soit E un C-espace vectoriel de dimension �nie. Soit pu, vq P pLpEqq2 tel que uv�vu �
u.

1. Calculer pour tout k P N, ukv � vuk. En déduire que u est nilpotent.

2. Montrer que u et v ont un vecteur propre commun, puis qu'ils sont cotrigonali-
sables.

3. Montrer le même résultat dans le cas uv � vu P Vectpu, vq.

Exercice 60: �� b.7.101

Soient A P MnpCq et N l'ensemble des matrices nilpotentes. Etudier l'équivalence
entre :

� A est diagonalisable.

� @P P CrXs, P pAq P N ñ P pAq � 0.

Exercice 61: �� b.7.98

Soient u et v deux endomorphismes d'un C-espace vectoriel E tels que uv � vu et v
est nilpotente. Montrer que χu�v � χu. Qu'en est-il pour un R-espace vectoriel ?

Exercice 62: �� x.red.62

Soient n ¥ 2 et f P LpCnq endomorphisme de rang 2.
Exprimer le polynôme caractéristique de f en fonction de Trpfq et Trpf 2q.

Exercice 63: �� x.red.67

Soient a1, . . . , an P C� deux-à-deux distincts. On pose

P pXq � detpA�XInq avec A �

�
����

0 a2 . . . an

a1 0
. . . . . .

...
. . . . . . an

a1 . . . an�1 0

�
���

1. Calculer P paiq.

2. Justi�er que P est un polynôme unitaire de degré n.

3. Former la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

P pXq±n
i�1pX � aiq

4. En déduire le déterminant de A� In.
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Exercice 64: �� x.red.256

Soit A PMnpCq telle que 0 soit la seule valeur propre de A.

1. Montrer que An � 0.

2. Calculer detpA� Inq.

3. Soit M P GLnpCq commutant avec A. Calculer detpA�Mq.

4. Inversement, quelles sont les matrices A véri�ant :

@M P GLnpCq, AM �MA ùñ detpA�Mq � detpMq

Exercice 65: ��� b.7.61

Soient E un R-espace vectoriel de dimension �nie et u P LpEq. Pour x P E, on note
Ex � VectpukpxqqkPN et Ix � tP P RrXs, P puqpxq � 0u.

1. Montrer que Ix est l'ensemble des multiples d'un unique polynôme unitaire µx.

2. Montrer que Ex est stable par u, et comparer µx au polynôme caractéristique de
l'endomorphisme de Ex induit par u.

3. On admet qu'il existe x P E tel que µx � µu. Montrer que χu � µu si et seulement

si il existe x P E tel que Ex � E.

4. Soit P P RrXs irréductible. Montrer que P divise χu si et seulement si P divise
µu.

Exercice 66: ��� b.7.62

Soient E un C-espace vectoriel de dimension �nie. Soit u P LpEq. On dit que u est
cyclique s'il existe x P E tel que E � tP pfqpxq, P P CrXsu.

1. On suppose que u est cyclique. Montrer que tout endomorphisme induit par u
est cyclique.

2. Montrer que I ÞÑ tQpuqpxq, Q P Iu réalise une correspondance bijective entre les
idéaux de RrXs contenant P et les sous-espaces stables de E stables par u.

3. Montrer que l'ensemble des sous-espaces de E stables par u est �ni.

4. Réciproquement, montrer que si l'ensemble des sous-espaces de E stables par u
est �ni, alors u est cyclique.

Exercice 67: ��� x.red.206

1. Soit u un endomorphisme inversible d'un K-espace vectoriel E de dimension �nie.
Montrer qu'il existe un polynôme Q P KrXs véri�ant

u�1 � Qpuq

2. Soit u l'endomorphisme de KrXs qui envoie le polynôme P pXq sur P p2Xq. Mon-
trer que u est un automorphisme et déterminer ses éléments propres. Existe-t-il
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Q P KrXs tel que :
u�1 � Qpuq

V) Applications diverses

Exercice 68: � x.red.113

Calculer An pour

A �

�
�2 1 1
1 2 1
1 1 2

�


Exercice 69: � x.red.117

Soit A �

�
5 3
1 3



PM2pRq.

1. Diagonaliser la matrice A en précisant la matrice de passage P .

2. Soit M P M2pRq une matrice telle que M2 �M � A. Justi�er que P�1MP est
diagonale.

3. Déterminer les solutions de l'équation M2 �M � A.

Exercice 70: � x.red.244

Soit A PMnpRq véri�ant A3 � In � On. Montrer que TrpAq P Z.

Exercice 71: �� b.7.73

Soit P � pn� 1qXn�1 �
ņ

j�0

Xj P CrXs.

1. Montrer que toutes les racines de P sont simples et de module inférieur à 1.
Quelles sont les racines de P de module 1 ?

2. Soit u dé�nie par pu0, . . . , unq P Cn�1 et pour tout p P N, up�n�1 �
1

n� 1

ņ

j�0

up�j.

Déterminer la limite de u.

Exercice 72: �� b.7.75

Soit A �

�
�0 1 1
0 1 0
1 1 0

�
.

1. Trigonaliser A.

2. Résoudre Xn � A avec n P N� et X PM3pRq.
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Exercice 73: �� b.7.84

Soient u et v deux endomorphismes qui commutent, u ayant n valeurs propres distinctes
(avec dimE � n).

1. Montrer que u et v sont codiagonalisables.

2. Montrer que le commutant de u est Rrus et en déduire qu'il est de dimension n.

3. Soient A PMnpCq diagonalisable et P P CrXs non constant. Montrer qu'il existe
M PMnpCq tel que A � P pMq.

Exercice 74: �� x.red.123

On considère trois suites réelles punqn¥0, pvnqn¥0 et pwnqn¥0 véri�ant$&
%

un�1 � �un � vn � wn

vn�1 � un � vn � wn

wn�1 � un � vn � wn

A quelle condition sur pu0, v0, w0q ces trois suites sont-elles convergentes ?

Exercice 75: �� x.red.187

Soient E un K-espace vectoriel de dimension �nie et u P LpEq.
On suppose qu'il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F et G stables
par u.
Etablir que Πu � ΠuF

_ΠuG
(en notant Πv le polynôme minimal d'un endomorphisme

v).

Exercice 76: �� x.red.278

Soit A P MnpCq. Déterminer les polynômes P pour lesquels la matrice P pAq est nil-
potente.

Exercice 77: ��� b.7.93

Quelles sont les M PMnpCq telles que M soit semblable à 2M ?

Exercice 78: ��� x.red.168

Soit A PMnpCq telle que TrpAmq ÝÝÝÝÑ
mÑ�8

0. Montrer que les valeurs propres de A sont

de module   1.

15 L. Tintinaglia
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