TD - Réduction MP Spéciale INP-HB

I) Reéduction pratique

Exercice 1: * ».7.1

Trigonaliser ou diagonaliser si cela est possible, en précisant les matrices de passage :

3 -2 =2 1 0 O 13 -5 =2
1. -1 0 1 2.10 0 —-1 3. 1—-2 7 =8
1 1 0 01 2 -5 4 7

Exercice 2: * p.7.23

IS
—~
=
~—~
\

Soit M = e M,,(C) pour a,b > 0.
(b)

. Calculer .

. M est est-elle diagonalisable 7
. Calculer 7.

. Calculer det(I,, + M).

=~ W NN =

Exercice 3: * p.7.80

| L

2 wy xz
Donner le rang de la matrice complexe M = | yx > yz |. A quelle(s) condition(s)
2
zx 2y =z
est-elle diagonalisable 7 Traiter ensuite le cas ou M € M, (R).

Exercice 4: * g.red.j2

Soient F = C*(R, R) et D endomorphisme de E qui & f associe sa dérivée f'. Déter-
miner les valeurs propres de D et les sous-espaces propres associés.

Exercice 5: * g.red.5

Soient £ = C°(R,R) et I I'endomorphisme de E qui & f associe sa primitive qui
s’annule en 0. Déterminer les valeurs propres de I.
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Exercice 6: * .red.52

1
2
3
4

Soit A = . Déterminer les valeurs propres de A de facon simple. A est-elle

1
2
3
4

VR W N
=W N =

=

diagonalisable

Soient A € M,,(C) et &4 'endomorphisme de M,,(C) défini par ®4(M) = AM.

1. Montrer que les valeurs propres de ® 4 sont les valeurs propres de A.

2. Déterminer les valeurs propres de W, : M — MA.

Exercice 8: * ;.red.91

Soient a € R et
A= <c9sa —51na> ot B — <C.OSOZ sin « )
sina cosa sina —cosa
. A est-elle diagonalisable dans C?
. A est-elle diagonalisable dans R?

1
2
3. B est-elle diagonalisable dans C?
4. B est-elle diagonalisable dans R?

Montrer que | : . | est diagonalisable dans C.

Exercice 10: * g.red.129

Soit F = R,[X]. Pour P € E, on pose ¢(P) =P — (X +1)P".
1. Justifier que ¢ définit un endomorphisme de R,,[X].

2. Déterminer les valeurs propres de ¢. Est-il diagonalisable ?

Exercice 11: %% ;.72

Soit A € M,,(K). Montrer que

Cf Ma(C) — M,(C)
U { M o (TrA)M — (Tr M)A

est un endomorphisme dont on donnera le noyeau et I'image. En donner les éléments
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propres. Est-il diagonalisable 7

e

Exercice 12: %% 375

On considére A € C,,_1[X]. On note ¢4 quia P € C,,_1[X] associe le reste de la division
euclidienne de AP par X" — 1.

1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de C,,_1[X] et déterminer sa matrice dans
la base canonique.

2. Montrer que ¢4 est diagonalisable et déterminer ses valeurs et vecteurs propres.

Exercice 13: ** .77
On considére la matrice M = <<] a 1)) € M, (R).
i—1 1<i,j<n+1
1. M est-elle diagonalisable 7
2. Déterminer 'ordre de nilpotence de M — I,, 4.
3. Calculer M.

|

Exercice 14: %% .75

On considére la matrice M = (0;4jn+1)1<ij<n € Mn(R).
1. Calculer det M.

2. Montrer que M est diagonalisable, déterminer son spectre et ses sous-espaces
propres.

Exercice 15: %% ;.7.107

Soient n € N*; A et B deux matrices de M,,(C). Pour X € M,,(C), on pose u(X) =
AX — XB.

1. Montrer I’équivalence entre :
< Sp(4) nSp(B) = &
< xa(B) € GL,(K)
<1 u est injective

<1 u est bijective

2. Montrer que si « est une valeur propre de A et [ une valeur propre de B, a —
est une valeur propre de u.

3. Soit A une valeur propre de u. Montrer que A = a— 3, ot a € Sp(A) et 5 € Sp(B).
4. Déterminer le spectre de 'endomorphisme de M,,(C) : X — AX — X B.
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Exercice 16: %% 4.7.109

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de E. On note
¢ Pendomorphisme de F défini par ¢p(v) =vou —uow.

1. On suppose que u est nilpotent. Montrer que ¢ est nilpotent.
2. On suppose que u est diagonalisable. Montrer que ¢ est diagonalisable.

3. Etudier les réciproques.

| L

Exercice 17: %% gred s

E — I
Vo = Ug

(up) — (Un),Oﬂ{ . - Up + Uy 1
T

Soient E = CN et f : . Déterliner les va-

leurs propres et les vecteurs propres de f.

| L

Exercice 18: %% ;e 50

Matrices stochastiques.
Soit A = (a;;) € M,(R) vérifiant pour tout 4,j € [1,n], a;; € R. et pour tout

n

iel,n], ) aiy=1.
j=1

1. Montrer que 1 € Sp(A).
2. Justifier que si A € C est valeur propre de A alors |A\| < 1.

3. Démontrer que si A € C est valeur propre de A et vérifie |[A\| = 1 alors il existe
de N* X\ =1

Exercice 19: % 4 red. 101

Soient a, b, c € (R*)*. Etudier la diagonalisabilité de la matrice réelle :

0 a ¢
1

- 0 b
?10
c b

Exercice 20: *% ;red.153

1. Déterminer 'ensemble 2 des réels a tels que

2 1 =2
A=11 a -1
1 1 -1

n’est pas diagonalisable.
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2. Pour a € (, trouver P inversible telle que P~'AP soit triangulaire supérieure.

Exercice 21: %% g red.211

Soient A et B deux matrices de M,,(C) et ® 'endomorphisme de M,,(C) déterminé
par
®(M) = AM — M B pour tout M € M, (C)

1. Soient « une valeur propre de A et § une valeur propre de B. Montrer que a — (3
est valeur propre de .
2. Soit M € M,,(C). A quelle condition la matrice y 4(M) n’est-elle pas inversible ?

3. Soit A une valeur propre de ®. Montrer qu’il existe a valeur propre de A et (3
valeur propre de B telles que A\ = a — f5.

IT) Etude théoriques des éléments propres

A) Exemples et contre-exemples

Exercice 22: * . .21, hj.22

Trouver un endormorphisme non diagonalisable, puis un endomorphisme non diagona-

lisable.

Exercice 23: % .18

Trouver un endormorphisme de C[X] qui n’admet aucune valeur propre.

Exercice 24: % 5417

Soit K un corps et F le K-espace vectoriel des fonctions infiniment dérivables. Trouver
ue L(E), tel que K = Sp(u).

Exercice 25: %% 1..26, h.4.27

Trouver deux matrices A et B diagonalisables telle que A+ B ne soit pas diagonalisable.
Faire de méme avec le produit.

B) Exercices

Exercice 26: * .7.10

Existe-t-il une forme linéaire ® sur M,,(C) telle que YA € M,,(C), ®(A) € Sp(A)?
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Exercice 27: * i.red.26

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie. Montrer

0¢ Sp(f) < [ surjectif

J

Exercice 28: % sred.2s

Soit £ un K-ev et u € GL(E). Etablir

Sp(u) = {A"", A e Sp(u)}

Exercice 29: * ired.79

Pour A € M,,(R), on pose :

n
Al = sup " ag il
1<
7=1

RIEN

Montrer que

Sp(A) < [=[1All 1Al

Exercice 30: x% 579

Soit A = (a; j)1<ij<n une matrice de M, (R) telle que

V(i,j) € [1,n]*,a;; =0et Vie [[1,n]],2am- -1

j=1
1. Montrer que 1 est valeur propre et que les valeurs propres complexes de A sont
de module inférieur ou égal a 1.

2. On suppose dans cette question que pour tout (7,7), a;; > 0. Montrer que 1 est
la seule valeur propre de M sur le cercle unité.

3. Soit A une valeur propre de A de module 1. Montrer qu’il existe m € [1,n] tel
que \"" = 1.

Exercice 31: ** 4.7.26

Soit f € L(F), avec E C-espace vectoriel.

1. On suppose det(f) # 0 et f* diagonalisable. Trouver un polynéme annulateur de
f et en déduire que f est diagonalisable.

2. Dans le cas général, montrer que : f est diagonalisable si et seulement si f* est
diagonalisable et Ker(f) = Ker(f?).

3. Qu’en est-il si E est un R-espace vectoriel 7
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Exercice 32: %% 3.727

Soit n € N*, A et B dans M, (R) telles que B soit diagonalisable et AB* = B3A.
Montrer que AB = BA. Proposer une généralisation.

Exercice 33: x% p.7.5

. \ (A 24
SmentneN,AeMn(C)etB—(O BA)'

(A O
1. Montrer que B est semblable a (O 3A)'

2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si B Dest.

| .

Exercice 34: %% .77

Soient A et B dans M,,(C). On suppose A # 0 et AB = BA. Trouver une CNS pour
que M = (61 i) soit diagonalisable.

Exercice 35: %% 4 1ed 51

Soient u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel.
1. Si A # 0 est valeur propre de u o v, montrer qu’il 'est aussi de v o .
2. Pour P e E = R[X], on pose

w(P) = P et v(P) — LX P(t) dt

ce qui définit des endomorphismes de E. Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o u).

3. Montrer que la propriété de la premiére question reste valable pour A = 0 si
I'espace E est de dimension finie.

Exercice 36: % ;red.218

Montrer qu'une matrice de permutation est diagonalisable.

Exercice 37: *% ;red 251

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, p et ¢ dans L(F) tels que po g = q et
q o p = p. Les endomorphismes p et ¢ sont-ils diagonalisables 7 Co-diagonalisables ?

Exercice 38: X% gred.254

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E. Soit
P e C[X] tel que P(u) soit diagonalisable et que pour tout z racine de P', P(z) ¢
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Sp(P(u)).

Montrer que u est diagonalisable.

Exercice 39: X% gred.254

Soient A, B € GL,(C) telles que B = AP.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement st B est.

Exercice 40: *%x% 4. 717

Soient n € N*, M € M,,(Z) dont toutes les valeurs propres (complexes) sont de modulo
au plus 1.

1. Montrer que x4 € Z[X] et que Tr(A*) € Z pour tout k € N.

2. Montrer que les valeurs propres non-nulles de A sont de module 1, puis que ce
sont des racines de I'unité.

3. Exhiber A € M,,(Z) dont 'ensemble des valeurs propres est U,,.

Exercice 41: *x% 7102
n

Soit A € M, (R) et (A\;)1<i<n € R™. On suppose que Yk € N, Tr(A*) = Z AR,
i=1
1. Montrer que les \; sont les valeurs propres de A avec multiplicité.
2. Soient n € N*, A et B dans M, (C) telles que Yk € N, Tr(A*) = Tr(B"). Les
matrices A et B sont-elles semblables 7 Montrer que x4 = x 5.

Exercice 42: xk% ;yeq.75

Montrer que A, B € M, (C) ont une valeur propre en commun si et seulement si il

existe U € M,,(C) non-nulle vérifiant UA = BU.

ITI) Sous-espaces stables

Exercice 43: * zred.7

Soit £/ un R-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E vérifiant
3
u” +u = 0.

1. Montrer que P'espace Im(u) est stable par u.

2. Pour x € Imu, calculer u*(x).

3. Soit v 'endomorphisme induit par v sur Im u. Montrer que v est un isomorphisme.
4

. En déduire que le rang de u est pair.
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Exercice 44: * sred.10

On note E = C°(R,R) et on pose, pour toute f € E et tout x € R,

Tf(x) = f() + j Cpnar

1. T est-il un automorphisme de E?

2. Existe-t-il un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et stable par T'7

Exercice 45: %% ;e 11

Une matrice A = (a;;) € M, (R) est dite magique s’il existe un réel s vérifiant :
n n
Vie [1,71],2%]- =setVje ﬂl,nﬂ,Zai’j =5
j=1 =1

On note U la colonne U = (1 ... 1)T e M, 1(R).

1. Montrer que A est magique si et seulement si il existe des réels \ et p vérifiant
AU = XU et UTA = puU"

Que dire alors des réels A et pu?

2. Soient D = Vect(U) et H = {X € M,,1(R),U" X = 0}. Pourquoi sont-ils supplé-
mentaires 7

3. Montrer qu'une matrice A € M, (R) est magique si et seulement si elle laisse
stable les espaces D et H.

4. En déduire la dimension de 1'espace des matrices magiques de M, (R).

Exercice 46: ** ,.7.53

Soit f € L(E), E K-espace vectoriel de dimension finie; on note py son polynome
minimal.

1. Soit P un diviseur de py dans K[X]. Expliquer qu’il existe v € E\{Og} tel que
P(f)(v) = Op.

2. On suppose K = R. Montrer que f admet au moins une droite vectorielle ou un
plan vectoriel stable.

Exercice 47: *%x% . 7.57

Soit u € L(F), E de dimension finie.

1. Montrer que si u est diagonalisable alors tout sous-espace de FE admet un sup-
plémentaire stable par .

2. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout sous-espace F' de F
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admet un supplémentaire stable par w.
3. Montrer ’équivalence entre :

< Tout F sous-espace vectoriel de E stable par u et non réduit a {Og} admet
au moins un vecteur propre.

<1 X, est scindé.

4. On suppose X, scindé. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout
sous-espace de /' admet un supplémentaire stable par u.

Exercice 48: %k 4. 758

Soit f € L(FE), E de dimension finie. Montrer I’équivalence entre :

<1 Xy est irréductible.

<t Les seuls sous-espaces vectoriels stables par f sont E et {Og}.

Exercice 49: xk% ;. 742

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soit u € L(E) tel que u? = id. Montrer que u est diagonalisable. Quelle est la
u + id
?

nature de
2. Montrer que le cardinal d’une famille d’endomorphismes distincts tels que u? = id
et commutant deux-a-deux est majoré par une constante que I'on déterminera.

3. Soit G un sous-groupe de GL(E) tel que pour tout g € G, g*> = idp. Montrer que
G est abélien et que son cardinal est une puissance de 2. Quel est le cardinal
maximal d’un tel sous-groupe ?

4. Montrer que si GL,,(C) et GL,,(C) sont isomorphes, alors n = m.

Exercice 50: *k% ;yeq.13

Soit D : P+ P’ I'endomorphisme de dérivation sur R[X]. Existe-t-il un endomor-
phisme A de R[X] tel que A*> = D?

IV) Polynoémes et similitude

Exercice 51: * 4.7.33

Soit A € M,,(C) telle que A" = I, et (I,, A,..., A""") est une famille libre. Montrer
que Tr(A) = 0.

10 L. TINTINAGLIA
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Exercice 52: * .7.36

Déterminer les A € M,,(R) telles que A% —2A* —2A3 + A% + 4A+ 41, =0, Tr(A) = 0
et det(A) = £1.

Exercice 53: * p.7.41

Soit A € M,,(R) antisymétrique. Etudier la parité du polynéme caractéristique y .
Montrer que si n est impair alors det A = 0.

Exercice 54: * .7.90

Soient n € N*, A et B dans M, (C) admettant méme polyndéme minimal et méme
polynome caractéristique. Les matrices A et B sont-elles semblables ?

Exercice 55: % i.red.59

Soit A € M, (R) inversible de polynéme caractéristique x 4. Etablir que pour tout

z#0, N 1
Xa-1(X) = () X4 (})

Exercice 56: * ired.60

Soit A € M,,(C). Montrer

Xa7 € R[X]

Exercice 57: %% 4.7.32

Soient E un un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(FE). Soient P € K[X]
son polyndéme minimal et p I’exposant de X dans sa décomposition en irréductibles.

1. Si p = 0 que peut-on dire de u 7
2. Montrer que FE = Ker(u”) @ Im(u?).
3. Montrer que le projecteur sur Ker u” paralléelement a Imu” est un polynéome en

u.

4. Montrer que p = min{k € N, Ker u* = Ker "'},

Exercice 58: x% p.7.60

Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel de dimension n. Démon-
trer I’équivalence entre :

< (id,u,...,u""") est une famille libre.
< Il existe x € E tel que (z,u(z),...,u" *(z)) soit une famille libre.

Est-ce toujours vrai si u n’est pas diagonalisable ?
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Exercice 59: ** 4.7.100
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit (u,v) € (£(E))? tel que uv —vu =
u.

1. Calculer pour tout k € N, u*v — vu*. En déduire que u est nilpotent.

2. Montrer que u et v ont un vecteur propre commun, puis qu’ils sont cotrigonali-
sables.

3. Montrer le méme résultat dans le cas uv — vu € Vect(u, v).

Exercice 60: %% 37101

Soient A € M,,(C) et N lensemble des matrices nilpotentes. Etudier 'équivalence
entre :

<1 A est diagonalisable.
< VP e C[X],P(A)e N = P(A) =0.

.

Exercice 61: *% .7.9s

Soient u et v deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E tels que uv = vu et v
est nilpotente. Montrer que X,y = Xu. Quen est-il pour un R-espace vectoriel 7

Exercice 62: %% ;red.62

| L

Soient n = 2 et f € L(C") endomorphisme de rang 2.
Exprimer le polynome caractéristique de f en fonction de Tr(f) et Tr(f?).

Exercice 63: X% ;red.67

Soient aq, ..., a, € C* deux-a-deux distincts. On pose
0 (05} c. Qp,
aq 0
P(X) = det(A+ X1I,) avec A =
Qn

ap ... QAp—1 0

1. Calculer P(a;).

2. Justifier que P est un polyndéme unitaire de degré n.

3. Former la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

P(X)
H?:l (X —ay)

4. En déduire le déterminant de A + I,,.

.

12 L. TINTINAGLIA



TD - Réduction MP Spéciale INP-HB

Exercice 64: *% ;red.256

Soit A € M,,(C) telle que 0 soit la seule valeur propre de A.
1. Montrer que A" = 0.
2. Calculer det(A + 1,).
3. Soit M € GL,,(C) commutant avec A. Calculer det(A + M).
4

. Inversement, quelles sont les matrices A vérifiant :

YM € GL,(C), AM = MA = det(A + M) = det(M)

| L

Exercice 65: x%** 741
Soient FE/ un R-espace vectoriel de dimension finie et u € £(F). Pour z € E, on note
E, = Vect(u*(2))gen et I, = {P e R[X], P(u)(z) = 0}.

1. Montrer que I, est ’ensemble des multiples d’un unique polynéme unitaire p,.

2. Montrer que F, est stable par u, et comparer p, au polynéme caractéristique de
I’endomorphisme de E, induit par wu.

3. On admet qu’il existe z € E tel que p, = pu,,. Montrer que x,, = p, st et seulement
st il existe z € E tel que E, = F.

4. Soit P € R[X] irréductible. Montrer que P divise x, si et seulement si P divise
Hoy»

Exercice 66: *k% 4 742

| .

Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit v € L(F). On dit que u est
cyclique s'il existe x € E tel que E = {P(f)(x), P € C[X]}.

1. On suppose que u est cyclique. Montrer que tout endomorphisme induit par «
est cyclique.

2. Montrer que I — {Q(u)(z), Q) € I} réalise une correspondance bijective entre les
idéaux de R[X] contenant P et les sous-espaces stables de E stables par u.

3. Montrer que I'ensemble des sous-espaces de E stables par u est fini.

4. Réciproquement, montrer que si I’ensemble des sous-espaces de E stables par u
est fini, alors u est cyclique.

Exercice 67: *k% 4 red 206

1. Soit v un endomorphisme inversible d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.
Montrer qu’il existe un polynome @ € K[X] vérifiant

u = Qu)

2. Soit u ’endomorphisme de K[X] qui envoie le polynéme P(X) sur P(2X). Mon-
trer que u est un automorphisme et déterminer ses éléments propres. Existe-t-il
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Q € K[X] tel que :

V) Applications diverses

Exercice 68: * zred.113

Calculer A™ pour

Exercice 69: * gred.117

: 5 3
Soit A = (1 3) € My(R).

1. Diagonaliser la matrice A en précisant la matrice de passage P.

2. Soit M € My(R) une matrice telle que M? + M = A. Justifier que P~'MP est
diagonale.

3. Déterminer les solutions de I'équation M? + M = A.

Exercice 70: * z.red.2/y

Soit A € M,,(R) vérifiant A* + I, = O,,. Montrer que Tr(A) € Z.

J

Exercice 71: %% p.7.73

Soit P = (n+1)X™ — ) X/ e C[X].

J=0

1. Montrer que toutes les racines de P sont simples et de module inférieur a 1.
Quelles sont les racines de P de module 17

2. Soit u définie par (ug, . .., u,) € C"™' et pour tout pe N, up 1 = ——

Déterminer la limite de w.

Exercice 72: *% p.7.75

011
Soit A=10 1 0]
1 10

1. Trigonaliser A.
2. Résoudre X" = A avec n € N* et X € M3(R).

14 L. TINTINAGLIA
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Exercice 73: *% 4.7.8

Soient u et v deux endomorphismes qui commutent, u ayant n valeurs propres distinctes
(avec dim £ = n).

1. Montrer que u et v sont codiagonalisables.
2. Montrer que le commutant de u est R[u] et en déduire qu’il est de dimension n.

3. Soient A € M,,(C) diagonalisable et P € C[.X] non constant. Montrer qu’il existe
M e M,,(C) tel que A = P(M).

Exercice 7T4: ** gred.123

On considére trois suites réelles (u,)n=0, (Vn)n=0 €t (Wy)n=o vérifiant

Upr1 = —Up + Uy + Wy
Un+1 = Up — Up + Wy
Wpt1 = Up + Up — Wy

A quelle condition sur (ug, vo, wp) ces trois suites sont-elles convergentes 7

Exercice 75: *% yred 187

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

On suppose qu’il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F' et GG stables
par u.

Etablir que II, = II,,, v IL,,., (en notant II, le polynéme minimal d’un endomorphisme

v).

Exercice 76: % ;red.278

Soit A € M,,(C). Déterminer les polynémes P pour lesquels la matrice P(A) est nil-
potente.

Exercice 77: xk% 4. 793

Quelles sont les M € M,,(C) telles que M soit semblable a 20 7

J

Soit A € M,,(C) telle que Tr(A™)

de module < 1.

0. Montrer que les valeurs propres de A sont
m——+00
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